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Рассмотрим интеграл Дирихле вида
𝐷(𝑥) =
2
𝜋
∞∫︁
0
sin (2𝜋𝑥𝑦)
𝑦
𝑑𝑦 =
⎧⎨⎩
1, если 𝑥 > 0,
0, если 𝑥 = 0,
−1, если 𝑥 < 0.
В настоящей работе будет дано еще одно применение этого интеграла𝐷(𝑥) (см., например, [1]).
Найденные ниже теоремы 1 и 2 являются полезным инструментом в диофантовом анализе.
Пусть Δ > 0 — вещественное число, и пусть ℎΔ(𝑥) — индикаторная функция промежутка
[−Δ,Δ], т.е.
ℎΔ(𝑥) =
⎧⎨⎩
1, если |𝑥| < Δ,
1/2, если |𝑥| = Δ,
0, если |𝑥| > Δ.
Тогда находим
ℎΔ(𝑥) =
1
2
(𝐷(𝑥+Δ)−𝐷(𝑥−Δ)) .
Воспользовавшись формулой для интеграла Дирихле 𝐷(𝑥), получим
ℎΔ(𝑥) =
2
𝜋
∞∫︁
0
sin (2𝜋Δ𝑦)
𝑦
cos (2𝜋𝑥𝑦) 𝑑𝑦.
Теорема 1. Пусть 𝑇Δ ≥ 1. Тогда имеем
ℎΔ(𝑥) = 𝐴(𝑥, 𝑇 ) +𝑅(𝑥, 𝑇 ),
где
𝐴(𝑥, 𝑇 ) =
2
𝜋
𝑇∫︁
0
sin (2𝜋Δ𝑦)
𝑦
cos (2𝜋𝑖𝑥𝑦) 𝑑𝑦 =
1
2
(𝐷𝑇 (𝑥+Δ)−𝐷𝑇 (𝑥−Δ)) ,
𝐷𝑇 (𝑢) =
2
𝜋
𝑇∫︁
0
sin (2𝜋𝑢𝑦)
𝑦
𝑑𝑦, |𝑅(𝑥, 𝑇 )| ≤ 𝜎(𝑥, 𝑇 ) = 8√︀
1 + 𝑇 2(Δ− |𝑥|)2 .
Доказательство. Преобразуем интеграл 𝑅(𝑥, 𝑇 ). Получим
𝑅(𝑥, 𝑇 ) =
1
𝜋
∞∫︁
𝑇
(sin (2𝜋(𝑥+Δ)𝑦)− sin (2𝜋(𝑥−Δ)𝑦)) 𝑑𝑦
𝑦
= 𝑅1 −𝑅2.
Отсюда, используя вторую теорему о среднем, имеем
|𝑅1| =
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1
𝜋
∞∫︁
2𝜋𝑇 |𝑥+Δ|
sin𝑢
𝑑𝑢
𝑢
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤ 1
𝜋2𝑇 |𝑥+Δ| , |𝑅2| ≤
1
𝜋2𝑇 |𝑥−Δ| .
Таким образом, для любых вещественных 𝑥 и положительных Δ, 𝑇 с условием |𝑥| ≠ Δ, нахо-
дим
|𝑅(𝑥, 𝑇 )| ≤ |𝑅1|+ |𝑅2| ≤ 2
𝜋2𝑇 |Δ− |𝑥|| .
Следовательно, при |𝑥−Δ| ≥ 1/𝑇 или |𝑥+Δ| ≥ 1/𝑇, получим |𝑅(𝑥, 𝑇 )| ≤ 2
𝜋2
.
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Пусть, теперь, либо |𝑥−Δ| ≤ 1/𝑇, либо |𝑥+Δ| ≤ 1/𝑇. Тогда имеем
𝑅(𝑥, 𝑇 ) = ℎΔ(𝑥)−𝐴(𝑥, 𝑇 ) = ℎΔ(𝑥)−𝐴0 − 1
2
(𝐴1(𝑥+Δ)−𝐴1(𝑥−Δ)) ,
где
𝐴0 = 𝐴(𝑥,Δ
−1), 𝐴1(𝑢) =
2
𝜋
∞∫︁
Δ−1
sin (2𝜋𝑢𝑦)
𝑦
𝑑𝑦
Стало быть, справедливо неравенство
|𝑅(𝑥, 𝑇 )| ≤ ℎΔ(𝑥) + |𝐴0|+ 1
2
(|𝐴1(𝑥+Δ)|+ |𝐴1(𝑥−Δ)|) .
Далее, имеем
|𝐴0| =
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 2
𝜋
Δ−1∫︁
0
sin (2𝜋Δ𝑦)
𝑦
cos (2𝜋𝑥𝑦) 𝑑𝑦
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤ 2
𝜋
,
|𝐴1(𝑢)| =
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2𝜋
𝑇∫︁
Δ−1
sin (2𝜋𝑢𝑦)
𝑦
𝑑𝑦
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 2𝜋2|𝑢| .
В случае |𝑢| ≤ 1/𝑇 получим
|𝐴1(𝑢)| ≤ 2
𝜋
|𝑢|𝑇 ≤ 2
𝜋
.
Наконец, собирая вместе полученные неравенства и используя условие, что либо
𝑥 ∈ [−Δ− 1/𝑇,−Δ+ 1/𝑇 ], либо 𝑥 ∈ [Δ− 1/𝑇,Δ+ 1/𝑇 ],
находим
|𝑅(𝑥, 𝑇 )| ≤ 1 + 4
𝜋
.
Таким образом, для любых 𝑥 и любых положительных 𝑇,Δ, справедливо неравенство
|𝑅(𝑥, 𝑇 )| ≤ 4min
(︂
1,
1
𝑇 |Δ− |𝑥||
)︂
≤ 8√︀
1 + 𝑇 2(Δ− |𝑥|)2 .
Теорема 1 доказана. 2
Теорема 2. При 𝑇Δ ≥ 1 имеет место формула
𝜎(𝑥, 𝑇 ) =
8√︀
1 + 𝑇 2(Δ− |𝑥|)2 =
∞∫︁
0
𝑓(𝑦) cos (2𝜋𝑥𝑦) 𝑑𝑦,
причем для 𝑦 ≥ 0 справедливо неравенство
|𝑓(𝑦)| ≤ 1 + ln𝑇
𝑇
𝑒−𝑦/𝑇 .
Доказательство. Из интегральной формулы Фурье для функции 𝜎(𝑥, 𝑇 ) находим фор-
мулу для функции 𝑓(𝑦). Имеем
𝑓(𝑦) = 2
∞∫︁
0
𝜎(𝑥, 𝑇 ) cos 2𝜋𝑥𝑦 𝑑𝑥 = 16𝜀
∞∫︁
0
cos (2𝜋𝑥𝑦)√︀
𝜀2 + (Δ− 𝑥)2 𝑑𝑥 = 16𝜀𝑔(𝑦),
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где 𝜀 = 1/𝑇.
Для оценки функции 𝑔(𝑦) нам необходимо рассмотреть функцию комплексного перемен-
ного
ℎ(𝑧) =
cos (2𝜋𝑧𝑦)√︀
𝜀2 + (Δ− 𝑧)2
в области Re𝑧 ≥ 0, Im𝑧 ≥ 0.
Заметим, что функция ℎ(𝑧) будет однозначной аналитической функцией в этом первом
квадранте с разрезом по лучу (Δ + 𝑖/𝑇,Δ+ 𝑖∞).
Построим замкнутый контур 𝐿, который обходится в положительном направлении, и со-
стоит из семи отрезков
𝐿1 = [𝑂,𝑈 ], 𝐿2 = [𝑈,𝑊 ], 𝐿3 = [𝑊,𝑃 ], 𝐿4 = [𝑃,𝑄], 𝐿5 = [𝑄,𝑃 ], 𝐿6 = [𝑃, 𝑉 ], 𝐿7 = [𝑉,𝑂]
(см. рис. ниже). Точка 𝑂 — начало координат, точке 𝑈 отвечает комплексное число 𝑢, точке
𝑉 — число 𝑖𝑣, точке 𝑊 — число 𝑢+ 𝑖𝑣, точке 𝑃 — число Δ+ 𝑖𝑣, и, наконец, точке 𝑄 — число
Δ+ 𝑖/𝑇.
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Стандартное применение теоремы Коши к функции ℎ(𝑧) и рассматриваемому контуру 𝐿
приводит к доказательству теоремы 2. 2
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